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Аннотация: в работе приведено определение центральной сим-
метрии в диагональных латинских квадратах (ДЛК), описаны опреде-
ляющие ее математические соотношения между ячейками квадрата, ее 
свойства, а также определено число ДЛК, обладающих указанной 
симметрией, для размерностей N<10. 
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Abstract: in this work we introduce the definition of the central 
symmetry for diagonal Latin squares, show the corresponding mathematical 
relations between cells of a Latin square, describe the properties of the new 
symmetry, and perform enumeration of the corresponding squares of order 
at most 9. 

                                                            
1 Авторы статьи выражают благодарность citerra[Russia Team] с интернет-портала 
BOINC.ru за помощь в реализации некоторых алгоритмов и нахождении ряда комбина-
торных структур с уникальными характеристиками. 



Keywords: diagonal Latin squares, symmetries, orthogonal mates, 
pseudo triples, orthogonality characteristics. 

 
Одним из известных типов комбинаторных объектов, находя-

щим применение в ряде фундаментальных и прикладных областей 
науки, являются латинские квадраты [1]. Латинским квадратом (ЛК) 

порядка N называется квадратная таблица ijA a= , , 1,i j N= , эле-

ментами ija  которой являются элементы некоторого множества U 

мощности N U=  (для определенности далее будем полагать, что 

{ }0, 1, 2, ..., 1U N= - ). По определению в каждой строке и в каждом 

столбце латинского квадрата каждый из элементов множества U 
встречается в точности один раз. Для диагональных латинских квадра-
тов (ДЛК), являющихся специальным видом ЛК, по определению до-
полнительно вводятся требования на отсутствие совпадающих элемен-
тов на главной и побочной диагонали. ДЛК называется нормализован-
ным, если элементы его первой строки упорядочены по возрастанию. 
Несложно показать, что путем биективной подстановки (перестановки) 
элементов множества U любого корректного ДЛК можно добиться его 
нормализации, а указанное множество квадратов представляет собой 
класс эквивалентности из !N  ДЛК. Для ряда задач квадраты в рамках 

указанного класса эквивалентности не различаются, т.к. обладают 
одинаковыми свойствами (наличие/отсутствие парного ортогонально-
го квадрата, число трансверсалей и пр.), что существенно экономит 
машинное время в соответствующих вычислительных экспериментах. 
Канонической формой ДЛК называется лексикографически минималь-
ный ДЛК в рамках соответствующего класса изоморфизма, получае-
мого с использованием M-преобразований по Чебракову (для 10N =  
указанный класс включает в себя не более 15360 ДЛК). 

Парой ортогональных диагональных латинских квадратов 
(ОДЛК) называется такая пара ДЛК A и B, в которой все упорядочен-

ные пары ( ), ,ij ija b  , 1,i j N=  уникальны (также в литературе подоб-

ные пары называются греко-латинскими квадратами). Построение 
ОДЛК является вычислительно сложной комбинаторной задачей, наи-
более эффективно решаемой с использованием трансверсалей в рамках 
подхода Эйлера-Паркера [2]. Еще одной вычислительно сложной зада-
чей является задача построения систем из взаимно ортогональных ЛК 
и ДЛК (ВОЛК и ВОДЛК, англ. MOLS и MODLS соответственно). Для 
ДЛК порядка 10 открытой математической проблемой является про-



блема о существовании тройки попарно ортогональных ДЛК. В на-
стоящее время указанная тройка не найдена, однако и не доказано, что 
она не существует. Наилучшее приближение к решению данной про-
блемы на данный момент найдено коллективом авторов [3]: им являет-
ся псевдотройка из трех ДЛК A, B и C, в которой две пары ДЛК (AB и 
BC) ортогональны, а третья (AC) ортогональна в 74 ячейках (итоговая 
характеристика ортогональности данной псевдотройки равна 274). Об-
разующий данную псевдотройку квадрат B является симметричным в 
одной плоскости (для определенности, горизонтальной) [4] и строчно-
инверсным (5 его строк получаются путем записи элементов других 5 
строк в обратном порядке). Коллективом авторов произведен ряд вы-
числительных экспериментов в рамках проекта добровольных распре-
деленных вычислений Gerasim@Home, в ходе которых произведено 
построение всех возможных канонических форм симметричных в од-
ной плоскости ДЛК, включающих в своем составе строчно-инверсные 
ДЛК, что не позволило увеличить найденную ранее характеристику 
ортогональности. Для ДЛК меньших размерностей интересные комби-
наторные структуры получаются также для дважды симметричных 
ДЛК (симметрия как в горизонтальной, так и в вертикальной плоско-
сти), однако для размерности 10N =  подобные ДЛК не существуют. 
Для комбинаторных структур на базе несимметричных ДЛК характе-
ристики ортогональности получаются существенно более низкими 
(например, для большинства найденных структур типа Линия-3 
(«двушка») [5] указанная характеристика равна 12), ввиду чего пред-
ставляется перспективным подход к поиску новых симметрий в ДЛК с 
целью попытки увеличения приведенной выше характеристики орто-
гональности. 

Рассмотренные выше плоскостные симметрии устанавливают 
взаимно-однозначное соответствие между значениями элементов, рас-
положенных симметрично относительно вертикальной и/или горизон-
тальной прямых, проходящих через центр квадрата (соответствия 
[ ] [ ], , 1i j i N j - -  и [ ] [ ], 1,i j N i j - - ). Из школьного курса гео-

метрии известен еще один тип симметрии: симметрия относительно 
точки. Простейшей попыткой отыскания подобной симметрии в ДЛК 
является установка данного центра симметрии в центре квадрата, а 
соответствующее соответствие может быть математически описано 
как [ ] [ ], 1, 1i j N i N j - - - - , пример соответствующего ДЛК по-

рядка 9 приведен на рис. 1. 
 



 
Рис. 1. Пример центрально-симметричного ДЛК порядка 9 (соответст-
вия между элементами со значениями 0 и 7 выделены серым, часть из 

них отмечены стрелками) 
 
С целью отыскания ДЛК с подобной симметрией был использо-

ван разработанный ранее полнопереборный генератор ДЛК [6–7] с 
последующей проверкой получаемых ДЛК на предмет наличия иско-
мой центральной симметрии. С его помощью был организован соот-
ветствующий вычислительный эксперимент, который позволил опре-
делить число нормализованных центрально симметричных ДЛК по-
рядка 1 8N£ £ : 1, 0, 0, 2, 8, 0, 2 816, 135 168 (магические квадраты, 
обладающие схожим типом центральной симметрии, в литературе на-
зываются ассоциативными). Для размерности 9N =  подсчет числа 
центрально симметричных ДЛК с использованием данного подхода 
потребует нескольких месяцев счета на грид [8], ввиду чего был реали-
зован специализированный генератор ДЛК, обладающих свойством 
центральной симметрии. Его корректность была протестирована на 
приведенных выше значениях числа центрально симметричных ДЛК 
малых порядков, а затем с его использованием за 19 минут на процес-
соре Core i7 4770 в 1 поток было определено число нормализованных 
центрально симметричных ДЛК порядка 9, которое составило 
327 254 016. Число центрально симметричных ДЛК общего вида (не 
обязательно нормализованных) может быть получено из приведенных 
выше значений путем их умножения на !N  и представляет собой сле-
дующую последовательность: 1, 0, 0, 48, 960, 0, 14 192 640, 
5 449 973 760, 118 753 937 326 080. Найденные последовательности 
являются новыми, они были добавлены в Онлайн-энциклопедию цело-
численных последовательностей (англ. OEIS) [9] под номерами 
A293777 и A293778. Их расширение на случаи больших размерностей 
ДЛК не представляется возможным без применения вычислительных 
средств с параллельной архитектурой. С использованием разработан-
ного генератора в настоящее время была отмечена следующая эмпири-



ческая особенность, частично проверенная для размерностей 25N £ : 
по-видимому центрально симметричные ДЛК существуют только для 
размерностей 4 2N n¹ + , n Î , 0n³  (разумеется, за исключением 
случая 3N = , для которого ДЛК не существуют в принципе), что, к 
сожалению, исключает возможность построения комбинаторных 
структур с высокими характеристиками ортогональности для интере-
сующего нас случая 10N =  на базе свойства центральной симметрии. 

Как и найденные до этого другие типы симметрии, данные цен-
трально симметричные ДЛК, как правило, обладают большим числом 
ОДЛК. Так, например, для приведенного на рис. 1 ДЛК порядка 9 есть 
47 ОДЛК, в то время как для большинства ДЛК без симметрий в луч-
шем случае существует всего один ОДЛК. Для случая 9N =  был ор-
ганизован вычислительный эксперимент, в рамках которого произво-
дилось построение ОДЛК для всех ДЛК, обладающих свойством цен-
тральной симметрии. В результате был найден ДЛК 
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которому ортогональны 516 ДЛК (рекорд для размерности 9N = , см. 
последовательность A287695 в OEIS [10]). Кроме того, найденный 
ДЛК обладает рядом интересных особенностей: 
1. Первые 3 строки полностью совпадают с пандиагональными (полу-

чены путем циклическим вращения строки «0 1 2 3 4 5 6 7 8» на 3 и 
на 6. 

2. Остальные строки (группы строк 2–5, 6–8) также похожи на пан-
диагональные: получаются циклическим вращением на 3 и на 6, но 
обладают другим порядком элементов. 

3. Квадрат является самоортогональным для преобразований отраже-
ния от обеих диагоналей, вращений и отражений по вертикали и 
горизонтали. 

4. Наибольшая характеристика ортогональности псевдотройки на его 
базе равна 81. 
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