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Латинские квадраты (ЛК) являются достаточно распространенным видом 

комбинаторных объектов [1, 2], анализу их свойств и возможностям практического 
применения посвящен ряд научных работ. Одной из разновидностей ЛК являются 
диагональные латинские квадраты (ДЛК), у которых в дополнение к невозможности 
дублирования значений в строках и столбцах накладываются аналогичные ограничения на 
главную и побочную диагонали (рис. 1). 

 

  
Рис. 1. Примеры латинского и диагонального латинского квадратов 

 
В некоторых практических приложениях ЛК возникает необходимость работы с 

ЛК, у которых только главная диагональ является трансверсалью, на побочной диагонали 
при этом дублирование элементов разрешено (например, в рамках метода Гергели [15] 
использование таких квадратов порядка k, имеющих трансверсаль, не пересекающую 
диагонали, позволяет получить ДЛК порядка 2N k=  или 2 1N k= + ). 

Среди ДЛК общего вида можно выделить ряд квадратов, обладающих особыми 
свойствами, к которым можно отнести: 

 симметричные в одной плоскости; 
 дважды симметричные; 
 центрально-симметричные; 
 обобщенно-симметричные; 
 квадраты Брауна; 
 ортогональные ДЛК (ОДЛК); 
 пустышки; 
 самоортогональные (SODLS); 
 дважды самоортогональные (DSODLS); 



 расширенные самоортогональные (ESODLS); 
 циклические; 
 пандиагональные; 
 полуциклические; 
 составные; 
 квадраты Гергели. 

В литературе также встречаются и некоторые другие специальные типы квадратов, 
однако в настоящее время они не нашли практического применения в рамках 
выполняемых в настоящее время вычислительных экспериментов, направленных на 
исследование свойств ДЛК. 

Каждый из перечисленных типов квадратов имеет ряд особенностей, кратко 
перечисленных ниже. В докладе планируется их подробное рассмотрение с указанием 
соответствующих вычислительных экспериментов, выполняемых в настоящее время в 
проектах добровольных распределенных вычислений Gerasim@Home1 и RakeSearch2. 

Симметричные в одной плоскости ДЛК подразделяются на вертикально-
симметричные и горизонтально-симметричные и характеризуются наличием симметрии 
относительно горизонтальной или вертикальной прямой, проходящей через центр 
квадрата [3, 4] (рис. 2). 
 

  
Рис. 2. Примеры вертикально-симметричного и горизонтально-симметричного ДЛК 

 
Их количество и свойства совпадают, они могут быть получены друг из друга 

путем поворотов на 90°. Данные квадраты существуют только для четных порядков 
2N k= , k Î . Как правило, они обладают большим количеством трансверсалей и 

диагональных трансверсалей и входят в состав редких комбинаторных структур [5] (по 
сравнению с ДЛК общего вида). 

Дважды симметричными ДЛК называются квадраты, обладающие одновременно 
горизонтальной и вертикальной симметриями (рис. 3). 

 

                                                            
1 https://gerasim.boinc.ru  
2 https://rake.boincfast.ru/rakesearch/  



 
Рис. 3. Пример дважды симметричного ДЛК 

 
Они существуют только для порядков 4N k= , также имеют большое количество 

трансверсалей и диагональных трансверсалей и имеют ряд особенностей, связанных с 
построением спектров быстровычислимых числовых характеристик ДЛК [6]. 

Центрально-симметричные ДЛК [7], в отличие от рассмотренных выше ДЛК с 
плоскостной симметрий, обладают симметрией относительно точки, расположенной в 
центре квадрата (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Пример центрально-симметричного ДЛК 

 
Они, по-видимому, существуют только для порядков 4 2N k¹ + . Все дважды 

симметричные ДЛК обладают центральной симметрией, обратное в общем случае не 
верно. В некоторых источниках для магических квадратов (МК) вводится понятие 
ассоциативных квадратов, у которых сумма симметричных относительно центра квадрата 
элементов постоянна. С учетом того, что все ДЛК являются МК, центрально-
симметричные ДЛК являются частным случаем ассоциативных МК. 

Рассмотренные выше плоскостная и центральная симметрии, имеющие 
геометрический смысл, могут быть приведены к единому обобщенному математическому 
описанию вида [ ]xx P x¢ = , [ ]yy P y¢ = , [ ]vv P v¢ = , где , ,x y v  и , ,x y v¢ ¢ ¢  – симметричная 

пара ячеек квадрата [ ][ ]x y  и x yé ù é ù¢ ¢ë û ë û  со значениям элементов v  и v¢  в них, с 

использованием перестановок xP , yP  и vP  специального вида, имеющих определенную 

структуру мультимножества длин циклов ( )L P  [8]. Так, например, для плоскостной 



симметрии соответствующие мультимножества имеют структуру { }1,1, ...,1 1:
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Существуют также и другие комбинации мультимножеств, описывающих обобщенные 
симметрии и соответствующие им обобщенно-симметричные ДЛК (например, { }1, 3: 3  

для порядка 10N = ). Для некоторых порядков обобщенно-симметричные ДЛК входят в 
состав редких комбинаторных структур и обладают большим числом ОДЛК. Примеры 
ДЛК, обладающих обобщенной симметрией, приведены на рис. 5. 

 

   
Рис. 5. Примеры ДЛК, обладающих обобщенными симметриями с кодами 1-(2,31,31), 1-

(4,31,31) и 1-(27,27,27) соответственно3 
 
В некоторых источниках упоминаются блочные квадраты, образованные из ЛК 

размером 2 2´ , 3 3´  и т.п. в зависимости от порядка квадрата N. Данные квадраты также 
могут быть описаны в терминах обобщенных симметрий. Кроме того, они являются 
составными (см. ниже). 

Для некоторых ДЛК M  ячеек, 2M N< , обладают некоторой обобщенной 
симметрией, а остальные являются заполненными произвольным образом. В этом случае 
будем говорить о наличии частичной обобщенной симметрии. Для некоторых 
размерностей приведенные выше симметрии в чистом виде могут не существовать, однако 
существуют частично-обобщенно-симметричные ДЛК, обладающие интересными 
свойствами (например, входящими в состав редких комбинаторных структур). Пример 
частично-горизонтально-симметричного ДЛК приведен на рис. 6 

 

                                                            
3 http://evatutin.narod.ru/odls_gen_symms/n10_odls_symmetries_list.html  



 
Рис. 6. Пример частично-горизонтально-симметричного ДЛК: число симметрично 
расположенных ячеек 96M = , несимметрично расположенные ячейки выделены, в 
случае поворота образуемого ими интеркалята ДЛК становится горизонтально-

симметричным 
 
Существуют ДЛК четного порядка 2N k= , у которых половина строк получается 

путем записи остальной половины строк в обратном порядке. Аналогичное свойство 
может быть сформулировано и для столбцов. Соответственно, в зависимости от 
направления можно выделить строчно-инверсные и столбце-инверсные квадраты. Сами по 
себе указанные квадраты не обладают какими-либо интересными свойствами, однако в 
сочетании с плоскостной симметрией (горизонтальной и вертикальной соответственно) 
они формируют специальный вид ДЛК, именуемых квадратами Брауна [9]. ДЛК 
указанного типа, как правило, имеют большое количество трансверсалей и широкий 
спектр. Пример подобных ДЛК приведен на рис. 7. 

 

  
Рис. 7. Примеры квадратов Брауна (горизонтального и вертикального соответственно) 

 
Для некоторых размерностей существуют квадраты, которые одновременно 

является квадратами Брауна в горизонтальной и вертикальной плоскостях. Для 
размерностей { }4, 6,10,12,14,16N Î  ДЛК с максимально известными числом 

трансверсалей и диагональных трансверсалей являются квадратами Брауна, при этом для 
размерностей { }4,12,16N Î  указанные квадраты являются квадратами Брауна в двух 

плоскостях. 
По наличию или отсутствию ортогональных соквадратов (англ. mates) ДЛК 

подразделяются на пустышки (ДЛК без ОДЛК, англ. bachelor) и ОДЛК (см. рис. 8). 
 



  
Рис. 8. Пример пары ОДЛК (слева) и пустышки (справа) 

 
Ортогональность, в свою очередь, может быть определена в общем виде – ОДЛК 

получаются из заданного квадрата путем применения метода Эйлера-Паркера [10], либо 
одним из частных способов. Так при получении ортогонального соквадрата путем 
транспонирования исходного получаются самоортогональные квадраты (англ. SODLS). 
В случае, если ортогональные соквадраты получаются путем отражения от обеих 
диагоналей, соответствующий тип квадратов именуется дважды самоортогональным 
(англ. DSODLS). Отражения от диагоналей являются примерами эквивалентных 
преобразований, приводящих к получению квадрата из того же самого главного класса 
(изоморфного исходному). Отталкиваясь от этого, самоортогональность можно расширить 
на множество всех комбинаций эквивалентных преобразований (M-преобразования 
первого и второго типа, отражения по вертикали, горизонтали и от диагоналей, повороты 
на углы, кратные 90°), а соответствующий тип квадратов получил название расширенных 
самоортогональных (англ. ESODLS) [11]. Удобным способом задания расширенной 
самоортогональности являются схемы соответствия ячеек (англ. CMS) [18], агрегирующие 
в своем составе результат применения комбинации эквивалентных преобразований. 
Самоортогональные ДЛК могут быть получены существенно быстрее, чем ОДЛК общего, 
вида ввиду отсутствия необходимости применения метода Эйлера-Паркера. Примеры 
квадратов перечисленных выше типов приведены на рис. 9. 

 

   
Рис. 9. Примеры SODLS, DSODLD и ESODLS 

 
Для некоторых нечетных порядков (например, когда порядок N является простым 

числом) ДЛК могут быть сформированы следующим образом: каждая следующая i-я 
строка получается из предыдущей ( )1i- -й путем циклического сдвига на d позиций 

(арифметика с номерами строк выполняется по модулю N). Соответствующие квадраты 
называются циклическими в горизонтальной плоскости. Аналогичное свойство может 
быть отмечено и в вертикальной плоскости. Можно показать, что циклический квадрат 



обладает свойством цикличности сразу в двух плоскостях, ввиду чего иногда данный тип 
квадратов именуется дважды циклическими [12] (см. рис. 10). 

 

   
Рис. 10. Примеры циклических ДЛК для { }2, 3, 4d Î  

 
Циклические ЛК для простых порядков p образуют полные системы (клики 

максимально возможной мощности 1N - ), в случае ДЛК мощности соответствующих 
клик, как правило, имеют меньшие значения ввиду того, что не все циклические ЛК 
являются корректными ДЛК из-за дублирования значений на диагоналях. 
Соответствующие квадраты обладают большим числом трансверсалей и диагональных 
трансверсалей и входят в состав редких комбинаторных структур. Для размерностей 

{ }5, 7,11,13,17,19, 23, 25N Î  известные на данный момент ДЛК с максимальным числом 

трансверсалей и диагональных трансверсалей являются циклическими или изоморфны им 
с точностью до М-преобразований [19, 20]. 

Квадрат, в котором все ломаные диагонали (параллельны главной диагонали) и 
антидиагонали (параллельны побочной диагонали) являются трансверсалями, называется 
пандиагональным. Несложно показать, что все циклические ДЛК являются 
пандиагональными. Обратное верно только для порядков 13N < , начиная с 13N ³  
существуют пандиагональные квадраты, не являющиеся циклическими [13, 14]. 
Пандиагональные квадраты допускают повороты на углы, кратные 45°, с получением на 
выходе корректных пандиагональных ЛК (строки/столбцы становятся ломаными 
диагоналями и наоборот). Пандиагональные квадраты некоторых размерностей и их 
окрестности занимают вполне определенное место в составе спектров быстровычислимых 
числовых характеристик ДЛК. 

Существуют квадраты, именуемые горизонтально полуциклическими, в которых 
каждая строка получается из первой путем ее циклического сдвига на некоторое 
количество позиций. Аналогично рассмотренному выше могут быть определены и 
вертикально полуциклические ДЛК (см. рис. 11). 

 



  
Рис. 11. Примеры горизонтально и вертикально полуциклических ДЛК 

 
Они могут быть получены путем перестановки строк или столбцов циклического 

квадрата. Данный тип квадратов также, как правило, имеет большое количество 
диагональных трансверсалей (число трансверсалей для всех полуциклических квадратов 
выбранного порядка N совпадает) и ортогональных соквадратов. Число некоторых типов 
циклических и полуциклических квадратов совпадает с числом возможных отображений 
циклических групп. Циклические квадраты формально соответствуют определению 
полуциклических и могут быть включены в их состав. 

Путем поворота горизонтально или вертикально (полу)циклических квадратов на 
45° может быть получен другой тип (полу)циклических квадратов, именуемых главно-
диагонально-(полу)циклическими или побочно-диагонально-(полу)циклическими. Они 
также являются пандиагональными и обладают всеми свойствами, рассмотренными выше. 

Для квадратов, порядок которых может быть разложен в произведение двух целых 
чисел 1 2N k k= , 1 1k > , 2 1k > , возможно построение составных квадратов порядка N из 

пары ЛК порядков 1k  и 2k  соответственно (см. пример на рис. 12). 
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Рис. 12. Пример4 получения составного квадрата порядка 12 из ЛК порядков 3 и 4 
 
Полученный составной квадрат в общем случае является ЛК. В некоторых случаях 

получается ДЛК, иногда из составного ЛК может быть получен составной ДЛК путем 
диагонализации. Указанные составные квадраты обладают большим числом 
трансверсалей и диагональных трансверсалей. Кроме того, если исходные ЛК имели 
ортогональные соквадраты, то полученные составные ЛК также будут иметь 
ортогональные соквадраты, что может быть полезно в некоторых случаях больших 
порядков ЛК/ДЛК ввиду невозможности построения ортогональных соквадратов методом 
Эйлера-Паркера из-за чрезмерно больших вычислительных затрат. Для порядков 

{ }16, 20N Î  известные на данный момент ДЛК с максимальным числом трансверсалей и 

диагональных трансверсалей являются составными ( 4 4´  и 4 5´  соответственно). Для 
порядка 12N =  ДЛК с максимальным числом трансверсалей и диагональных 
трансверсалей получен путем диагонализации составного квадрата 3 4´ , являющегося 
ЛК, но не ДЛК. 

Из ЛК порядка k с главной диагональю, являющейся трансверсалью, имеющего 
трансверсаль T, не пересекающую диагонали,  с использованием метода Гергели [15] 
могут быть получены ДЛК порядков 2k  и 2 1k + , именуемые квадратами Гергели (см. 
пример на рис. 13). 

 

   

  
Рис. 13. Пример5 ЛК порядка 6 с трансверсалью на главной диагонали и трансверсали, не 
пересекающей диагонали и получаемые на его основе квадраты Гергели порядков 12 и 13 

 
Они также имеют ряд интересных свойств, связанных с положением числа 

трансверсалей и диагональных трансверсалей в соответствующих спектрах. 

                                                            
4 http://evatutin.narod.ru/evatutin_dls_composite_squares_method.pdf  
5 http://evatutin.narod.ru/evatutin_dls_gergely.pdf  



Для квадратов перечисленных выше видов с кратким указанием сфер их 
применения было произведено перечисление, при этом были получены соответствующие 
числовые ряды, коллекционируемые в рамках Онлайн энциклопедии целочисленных 
последовательностей (англ. OEIS) [16]. При этом для малых размерностей 
(приблизительно до порядков 7–8 включительно) перечисление удается осуществить с 
применением полнопереборной последовательной программной реализации, для бОльших 
размерностей необходима специализированная высокооптимизированная параллельная 
программная реализация, ориентированная на выполнение в среде добровольных 
распределенных вычислений. 

Кроме того, с использованием квадратов указанного выше типа в совокупности с 
рядом эвристических алгоритмов обхода их окрестностей [6, 17] удалось определить 
множество наиболее сильных из известных на данный момент значений экстремальных 
числовых характеристик (число трансверсалей, диагональных трансверсалей и т.п.) и 
построить соответствующие аппроксимации спектров, на данный момент обладающие 
рекордными мощностями. 

В настоящее время в активной фазе находятся расчеты, ориентированные на 
построение спектра числа трансверсалей в ДЛК порядка 13 и спектров 
быстровычислимых числовых характеристик в ОДЛК порядка 12. 
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