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Приведено описание особенностей реализации метода роя частиц при решении задач дискретной комбинаторной  
оптимизации. Показано, что основные подходы базируются на движении частиц роя в непрерывном пространстве  
с последующим отображением их координат в дискретные элементы решения, либо на применении модифицирующих  
операций, специфических для решаемой задачи. Эффективность разработанных авторами программных реализаций  
метода роя частиц проанализирована в тестовой задаче поиска кратчайшего пути в графе, в результате чего выявлено, 
что метод эффективен только при решении задач малой размерности, с ростом их размерности качество получаемых 
решений и скорость сходимости существенно уступают методу муравьиной колонии. 
 

Ключевые слова: дискретная комбинаторная оптимизация; эвристические методы; метод роя частиц; 
поиск пути в графе; метаоптимизация. 
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The article describes the features of the implementation of the particle swarm optimization method for solving discrete  
combinatorial optimization problems. It is shown that the well known approaches are based on the motion of the swarm particles  
in a continuous space with the subsequent mapping of their coordinates into discrete elements of the solution of the problem  
or on the set of modifying operations that are specific for discrete problem being solved. Three versions of the software implementation 
of the particle swarm method was developed by authors. First of them based on moving of the agents (particles) within the continuous 
space with real coordinates, speeds and velocities and mapping coordinated to vertices of path being formed using truncation.  
Second of them very similar to fuzzy logic group of approaches and based on the changing probabilities of use vertiex i in path  
position j (probabilities and “speeds” of their changing are also real values and mapping procedure appears during final decision 
constructing from the set of probabilities). Third of them don’t use movement in continuous space. Instead it based on forming starting 
decisions using random search method with combinatorial returns and modifying it using set of modifying operations (adding vertex 
to path, deleting vertex from path, etc.) aimed to decrease some metrics (very similar to the well known Hamming or Levenstein  
distances) in the direction to decision with better quality (in most cases to local or global record). The effectiveness of the software 
implementations of the particle swarm optimization method was analyzed in the graph shortest path problem. Within computing  
experiment formation of the sample with pseudo-random graphs with selected parameters N (number of vertices) and d (graph density) 
was organized. For each graph in sample with using all of developed software implementations the process of getting best decision 
was performed. After that comparison process based on averaged values of decisions quality (paths length) was organized.  
It is revealed that the method is effective only for solving problems of small size. With the increase of the problem size the quality  
of the solutions obtained and the convergence rate of method are significantly inferior to the ant colony optimization method. 
 

Keywords: Discrete combinatorial optimization; Heuristic methods; Particle swarm optimization; Graph  
shortest path problem; Meta-optimization. 
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Введение 
 

В области комбинаторной оптимизации  

и смежных с ней областях прикладных наук из-

вестно большое число оптимизационных задач, 

аргументы (элементы решения) которых могут 

принимать только дискретные значения (напри-

мер, целочисленные или булевы). Отыскание 

оптимальных решений указанных задач невоз-

можно для задач практически важной размерно-

сти, образующих класс сложности NP, поэтому 

для их решения применяются различные эври-

стические методы [1, 2]. Они характеризуются 

различной трудоемкостью реализации, резуль-

тирующим качеством получаемых решений 

(степенью их приближения к оптимуму) и затра-

тами вычислительного времени на их отыскание, 

ввиду чего вызывает интерес сравнение эффек-

тивности и выработка рекомендаций о целесооб-

разности их применения на практике. 

Р 

Особенности реализации метода роя частиц 

при решении задач дискретной оптимизации 
 

К эвристическим методам относится метод 

роя частиц (МРЧ ), на английском языке – PSO 

(Particle Swarm Optimization), предложенный 

Эберхартом и Кеннеди в 1995 г. [3]. Метод базиру-

ется на имитации группового поведения конечного 

множества агентов (например, комаров, рыб или 

птиц в живой природе). При решении оптимизаци-

онных задач вида min)( →Xf , где )(Xf  – целе-

вая функция, ]...,,,[
21 N

xxx=X  – ее аргументы,  

т.е. текущее положение каждого i-го агента  

(частицы), Zi ,1=  (Z – размер колонии (роя), 

характеризуется вектором с координатами 

[ ])()(
2

)(
1 ...,,,

i

N

ii

i
xxx=X ). При этом частица имеет 

текущую скорость [ ])()(
2

)(
1

)(
v...,,v,v

i

N

iit

i
=V , а ее по-

ложение на t-м шаге алгоритма определяется  

как )1()1()( −−

+=
t

i

t

i

t

i
VXX . Скорость частицы на  

t-м шаге определяется по формуле 
 

( ) ( ),**
1

*)1()(
ikiik

t

i

t

i XXRXXRVV −⊗γ+−⊗β+α=
+

−

 (1) 
 

где «⊗» – обозначение прямого (покомпонент-

ного) произведения векторов:  
 

=⊗=⊗ ]...,,,[]...,,,[ 2121 NN
yyyxxxYX  

                   ;]...,,,[
2211 NN

yxyxyx=  
 

( ))(

,0

* minarg
τ

=τ

=
i

t

i
f XX  – наилучшее положе-

ние i-й частицы роя за время его движения (ло-

кальный рекорд);  

( )*
,1

** minarg
i

Zi

f XX

=

=  – наилучшее положение 

среди всех частиц роя (глобальный рекорд);  

γβα ,,  – настроечные параметры (α – харак-

теризует движение частицы по инерции, β, γ – 

притяжение соответственно к локальному и гло-

бальному рекорду);  

kR  – вектор псевдослучайных чисел с рав-

номерным распределением на отрезке ]1;0[ . 

 

 
 

Рис. 1. Схемы движения частицы роя в сторону глобального и локального рекордов (а); компоненты 

вектора скорости, соответствующие инерции 
)(t

i
Vα  и движению в направлении локального ( ))(* t

iik XXR −β   

и глобального ( ))(**
1

t

ik
XXR −⊗γ

+
 рекордов (б); результирующий вектор скорости частицы на следую-

щем шаге 
)1( +t

i
V  (в) (жирная линия – траектория движения частицы; штриховая линия – направление  

(вектор) в сторону глобального или локального рекордов) 
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Работа МРЧ производится за заданное число 

итераций 
max

C , результирующим решением 

считается глобальный рекорд **
X . Приведенное 

описание метода является базовым, в некоторых 

случаях [4] применяются многороевая или муль-

тистарт-стратегии, различные топологии сосед-

ства частиц, механизмы локального (градиент-

ного поиска) в целях улучшения текущего поло-

жения частиц и пр. 

Рассмотренная выше стратегия движения 

частиц в непрерывном пространстве параметров 

целевой функции с успехом применяется при 

решении ряда задач непрерывной оптимиза-

ции [5 – 7], однако в дискретных задачах она на-

прямую не применима ввиду ряда сложностей  

с понятием скорости движения частицы в дис-

кретном пространстве (наиболее ярким приме-

ром являются задачи, в которых аргументы  

могут принимать только булевы значения, а век-

торы скоростей }1,1{
)(

−∈
t

i
V  теряют смысл).  

Для их решения приведенные выше формулы  

не подходят и применяются специализирован-

ные подходы [8 – 13]. 

Первое направление подходов оперирует 

движением частиц роя в непрерывном прост-

ранстве 
1

R  с последующим отображением коор-

динат частиц в дискретное пространство 
2

R   

параметров целевой функции )(
21

RR → . Ука-

занное отображение может быть выполнено раз-

личными способами, например, с использова-

нием сигмоидальной функции 
y

y
−

+

=σ

e1

1
)( , 

1)(0 <σ< y , 
1

R∈y , где )(yσ  определяет веро-

ятность принадлежности дискретного значения 

2
R∈x  одному из бинарных значений 

⎩
⎨
⎧ σ<

=
иначе,,0

);(,1 yr
x

k
                      (2) 

 

где 
k
r � – очередное псевдослучайное число с 

равномерным распределением на отрезке. 

Если по условию задачи параметры целевой 

функции должны принимать дискретные значе-

ния из некоторого множества значений 

}v...,,v,v{
21 Q , то формула (2) может быть пре-

образована к виду 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤σ<
−

≤σ<

≤σ<

=

,1)(
1

,v

...

;
2

)(
1

,v

;
1

)(0,v

2

1

yr
Q

Q

Q
yr

Q

Q
yr

x

kQ

k

k

              (3) 

 

что эквивалентно выбору одного из значений  

с использованием правила «рулетки» [1] про-

порционально значению )(yσ . Более простой  

в вычислительном плане является стратегия  

округления значения y или )(yσ  до ближайшего 

значения без рандомизации 
 

⎣ ⎦ 1+= yQi                             (4) 

или 

⎣ ⎦ 1)( +σ= Qyi ,                        (5) 
 

где в (4) и (5) ⎣ ⎦K  – обозначение операции  

округления вниз (усечения). При использовании 

формул (4) и (5) необходимо также следить, что-

бы результирующее значение не выходило за 

пределы отрезка допустимых значений. 

Во втором направлении подходов не исполь-

зуются понятия скоростей и координат в непре-

рывном пространстве, а применяются конкрет-

ные решения задачи с учетом ее специфики  

и производится модификация решений X в целях 

получения решения X ′ , более похожего на тре-

буемое Y (в МРЧ – на глобальный или локаль-

ный рекорд). При этом, вместо координат частиц 

роя используются конкретные решения, закоди-

рованные в терминах решаемой задачи, а в каче-

стве скоростей выступают вероятности 
i
p  при-

менения той или иной модифицирующей опера-

ции 
i
o  [1], специфичной для решаемой задачи,  

в целях получения нового положения решения 

)(XX
i
o=′  в дискретном пространстве. При этом, 

для сохранения общей идеи МРЧ, должно  

выполняться условие ),(),( YXYX dd <′ , где d – 

«расстояние» между парой решений в дискрет-

ном пространстве (аналог расстояний Хэмминга 

и Левенштейна). 
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Исследование эффективности метода 
роя частиц в задаче поиска кратчайшего пути 

в графе 
 

Рассмотрим применение МРЧ на примере 

решения задачи поиска кратчайшего пути 

[ ]
коннач

...,,,)(
21

aaaaaG
Qiii
===P  в графе 

,, 〉〈= VAG  где }...,,,{
21 N

aaaA =  – множество 

вершин, NA =  – число вершин (размерность 

задачи); AAV
M

×⊆= }v...,,v,v{
21

 – множество 

дуг, MV =  – число дуг, ( ))(
кон

)(
нач ,v

ii

i
aa= , 

Aa
i
∈

)(
нач , Aa

i
∈

)(
кон , причем дуги взвешены зна-

чением длины >)v(
i

L 0, Mi ,1= . Целевой 

функцией в указанной задаче является длина пу-

ти ( ) min,)(
1

1

1

→=
+

∑
−

=

jj ii

Q

j

aaLL P , в качестве ог-

раничения выступает плотность графа =)(Gd  

]1;0[
)1(
∈

−

=

NN

M
, так как для графов малой 

плотности большое количество решений оказы-

ваются запрещенными (нарушающими ограни-

чения задачи). Указанная задача имеет точное 

решение, получаемое полиномиально с исполь-

зованием алгоритма Дейкстры за квадратичное 

время, что позволяет использовать ее в качестве 

тестовой при оценке качества решений эвристи-

ческих методов. 

Согласно подходу, базирующемуся на ото-

бражении непрерывного пространства в дис-

кретное, можно разработать первый вариант реа-

лизации МРЧ, в рамках которого решение мож-

но представить в виде упорядоченного набора 

(массива) позиций ]...,,,[
21 U

bbb=B , NU ≤≤2  

пути P, каждой из которых соответствует одна 

из вершин Aa
i
∈ , Ni ,1=  графа G, причем 

нач1
ab = , 

кон
ab

U
= . Соответствия между пози-

циями 
i
b  и вершинами ja  отметим значениями 

ijp , имеющими смысл вероятностей присутст-

вия j-й вершины в i-й позиции пути (аналогич-

ный принцип используется в модифицированной 

версии алгоритма муравьиной колонии, бази-

рующейся на использовании двухдольного гра-

фа, в котором аналогичные соответствия отме-

чаются феромоном ijτ ). Над вероятностями ijp  

возможно выполнение действий по формуле (1), 

если рассматривать их как текущие координаты 

частицы в пространстве 
1

R , причем их значения 

могут быть произвольными неотрицательными 

величинами. Для перехода от непрерывных зна-

чений вероятностей к дискретным значениям 

номеров вершин в пути примем, что в i-й пози-

ции пути стоит j-я вершина, если ik

Nk

pj
,1

maxarg

=

=  

(в качестве другого способа выбора номера вер-

шины может быть использован выбор вершин 

пропорционально вероятностям ikp  с использо-

ванием правила рулетки; выполненные вычисли-

тельные эксперименты не показали статистиче-

ски значимого отличия для указан- 

ных способов определения номера вершины). 

При подобном построении пути в его составе 

возможно образование циклов, что недопустимо 

по условиям задачи (не приводит к сокращению 

длины пути), поэтому при выборе очередной 

вершины в качестве кандидата на заполнение  

i-й позиции необходима либо проверка того, что 

выбранная вершина не использовалась ни в од-

ной из предыдущих позиций kb , ik <≤1 , либо 

процедура удаления циклов [1] после формиро-

вания пути. Пример процесса получения пути  

по набору вероятностей ikp  приведен на рис. 2. 

Второй вариант реализации МРЧ может 

быть разработан на базе округления значения 

координат текущей частицы посредством выра-

жения (4). При этом не используются вероятно- 

 

 

 
 

 

Рис. 2. Пример процесса получения пути P(G) по 

набору вероятностей pik (максимальные значения 

вероятностей выделены серым) 
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сти )(i
jlp , вместо которых применяются координа-

ты )(i
jx  положения частицы в N-мерном простран-

стве. Принцип вычисления скоростей и кор-
ректировки координат соответствует (1) с нало-

жением дополнительного условия Nx i
j  )(1  

(при его несоблюдении производится принуди-
тельный возврат координаты частицы в обозна-
ченную разрешенную область значений). При-
мер отображения непрерывного пространства  
в дискретное: 

 

.],,,,[

,,,,,,,

0,82]4,26;3,72;1,62;3,19;6,72;2,73;2,03;[

кон423нач

кон

2цикл
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аaaaa
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Третий вариант реализации МРЧ в рассмат-
риваемой задаче может быть построен вслед-
ствие отказа от использования непрерывного 
пространства и движения в нем с использовани-

ем координат )(i
jx  и скоростей )(v i

j  в результате  

перехода к дискретным решениям (путям в гра-
фе в рассматриваемой задаче). При этом необхо-
дима реализация специализированного операто-
ра (процедуры), который будет осуществлять 
движение от заданного пути 1P  к пути 2P  в дис-

кретном пространстве решений 2R  в целях 

уменьшения расстояния (метрики) ),( 21 PPd  

между указанными путями (в окончательном 
случае 0),( 21 PPd  при )21 PP  . Благодаря 

применению указанного оператора вначале про-
исходит выравнивание числа вершин в составе 
путей 1P  и 2P  путем добавления или удаления 

вершин пути 1P , а затем его вершины поочеред-

но заменяются на вершины пути 2P , в результа-

те чего после реализации алгоритма C раз пути 

1P  и 2P  оказываются равны. При программной 

реализации данной модификации МРЧ для фор-
мирования начальных решений использовался 
метод случайного перебора с возвратами [1, 14] 
как обеспечивающий большой начальный раз-
брос решений для диверсификации пространства  
поиска. Модификация текущего решения в целях 

уменьшения его расстояния до локального ре-

корда производится с вероятностью *р , до гло-

бального рекорда – с вероятностью **р . 

Для рассмотренных выше трех вариантов 
реализации МРЧ разработаны соответствующие 
программные реализации, соответственно, PSO1, 
PSO2 и PSO3, интегрированные в состав расчет-
ного модуля. С их помощью организован ряд 
вычислительных экспериментов, базирующихся 
на получении выборки }...,,,{ 21 KGGG  гра-

фов с псевдослучайной структурой и заданными 
параметрами числа вершин графа N и его плотно-
сти d, с последующей оценкой усредненного ка-

чества решений ,
1

1




K

i
iL

K
L  где  )( ii GLL P  – 

оценка качества решения (длины пути), най-
денного в графе iG  одним из методов за 

maxC 1000 итераций. 

Прежде всего, необходимо произвести 
настройку параметров вариантов реализации 
МРЧ, для чего выполнена метаоптимизация.  
Результаты метаоптимизации МРЧ приведены  
в табл. 1. 

Анализируя полученные результаты мета- 
оптимизации, можно сделать ряд выводов.  
Прежде всего, несложно заметить, что значения  
настроечных параметров существенно различа-
ются для графов как различной размерности, так 
и различной плотности, что неудобно на практи-
ке и требует индивидуальной настройки значе-
ний параметров для каждого случая. При малых 
значениях плотности графа МРЧ дает относи-
тельно высокое качество решений только при 
больших размерах роя. Данная особенность яв-
ляется признаком того, что перемещения частиц 
роя в пространстве не играют существенной ро-
ли, и метод фактически представляет собой слу-
чайный перебор (важны лишь начальные положения 
частиц роя). Интересной особенностью вариантов 
реализации PSO1 и PSO3 является тот факт, что ча-
стицы роя предпочитают не двигаться в сторону ло-
кального рекорда. Для реализации PSO1 это выра-
жается в отрицательном значении настроечного 
параметра  0 (частицы предпочитают лететь в 

сторону, обратную локальному рекорду)  
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1. Результаты метаоптимизации метода роя частиц  
 

Вариант  

реализации 

МРЧ 

Параметры вариантов реализации МРЧ при условиях 

N = 10, d = 0,9 N = 100, d = 0,9 N = 100, d = 0,1 

PSO1 

Z = 200…300; 

p0 = 0; v0 = 2,0; 

α = 0,93; β = –10,0; γ = 0,5 

Z = 100…200; 

p0 = 0…5; v0 = 2,0;  

α = 0,0…0,1; β = –12,5; γ = 9,0 

Z = 700…1000; 

p0, v0, α, β, γ = (∼) 

PSO2 

Z = 200…300; 

v0 = 0,5; α = 0,97;  

β = 0,2; γ = 0,14 

Z = 200…300; 

v0 = 0,5…0,8; α = (∼);  

β = 0,4…1,0; γ = 0,1…0,4 

Z = 600…1000; 

v0 = (∼); α = 0…0,2;  

β = 0…10 (∼);  γ = 0,2…1,3 

PSO3 
Z = 200…300; 

р* = 0,0; р** = 1,0 

Z = 150…250; 

р* = 0,0; р** = 1,0 

Z = 800…1000; 

р* = 0,0; р** = 1,0 

У с л о в н ы е  о б о з н а ч е н и я :  p0 и v0 – соответственно максимальное начальное значение вероятно-

стей pij и скоростей )(
v

i

j
. 

П р и м е ч а н и е . Символ «~» означает, что статистически значимой зависимости качества решений от 

указанного параметра выявлено не было. 

 

и нулевом значении параметра *

p  для PSO3 (кон-

кретное значение вероятности движения в сторону 

глобального рекорда, **

p  при этом не играет 

роли и должно быть любым положительным). 

В целях сравнения качества решений, полу-

чаемых рассмотренными выше тремя варианта-

ми реализации МРЧ, проведен вычислительный 

 

эксперимент, в ходе которого производилась ге-

нерация =K 1000 графов с заданными парамет-

рами числа вершин графа N и его плотности d,  

оценки средней длины путей L  и вероятности 

получения оптимального решения optp . Резуль-

таты вычислительного эксперимента приведены 

в табл. 2. 

 

2. Результаты вычислительного эксперимента  
 

Метод N = 10, d = 0,5 N = 10, d = 0,9 N = 100, d = 0,5 N = 100, d = 0,9 

O 
=L 0,4804 

popt = 1,0 

=L 0,2928 

popt = 1,0 

=L 0,0967 

popt = 1,0 

=L 0,0557 

popt = 1,0 

AC 
=L 0,4804 

popt = 1,0 

=L 0,2928 

popt = 0,999 

=L 0,0990 

popt = 0,856 

=L 0,0573 

popt = 0,847 

RS 
=L 0,4813 

popt = 0,855 

=L 0,2985 

popt = 0,918 

=L 0,3219 

popt = 0,097 

=L 0,2872 

popt = 0,073 

МРЧ (PSO1) 
=L 0,4993 

popt = 0,885 

=L 0,3016 

popt = 0,897 

=L 0,5095 

popt = 0,060 

=L 0,3118 

popt = 0,069 

МРЧ (PSO2) 
=L 0,4915 

popt = 0,926 

=L 0,2974 

popt = 0,939 

=L 0,3815 

popt = 0,084 

=L 0,2415 

popt = 0,078 

МРЧ (PSO3) 
=L 0,4805 

popt = 0,986 

=L 0,2998 

popt = 0,911 

=L 0,4194 

popt = 0,073 

=L 0,2924 

popt = 0,072 

У с л о в н ы е  о б о з н а ч е н и я : O – алгоритм Дейкстры (англ. Optimal); AC – метод муравьиной коло-

нии (англ. Ant Colony); RS – метод случайного перебора (англ. Randon Search). 
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Рис. 3. Анализ скорости сходимости вариантов реализации МРЧ и методов RS и AC:  

а – 1 ≤ Сmax ≤ 20; б – 21 ≤ Сmax ≤ 200; в – 201 ≤ Сmax ≤ 1000 
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Анализируя полученные результаты вычис-

лительных экспериментов, можно сделать вывод 

и том, что при решении задач малой размерно-

сти МРЧ обеспечивает получение приемлемых 

решений, однако с ростом размерности, как ка-

чество решений, так и вероятность получения 

оптимального решения, существенно снижаются, 

уступая даже методу случайного перебора (RS). 

Кроме того, следуя работе [15], проведен 

анализ скорости сходимости вариантов реализа-

ции МРЧ в сравнении с методами RS и AC, ре-

зультаты которого приведены на рис. 3. 

Полученные зависимости скорости сходи-

мости показывают, что варианты реализации 

МРЧ незначительно отличаются от RS и сильно 

уступают AC. 
 

Заключение 
 

Таким образом, в статье описаны три вари-

анта реализации МРЧ в тестовой задаче поиска 

кратчайшего пути в графе. Рассмотренные вари-

анты, несмотря на внешнее сходство, характери-

зуются существенными отличиями в деталях 

реализации и приводят к получению решений 

различного качества. Полученные эксперимен-

тальные результаты позволяют сделать вывод  

о том, что реализации PSO1 и PSO3 характеризу-

ются скоростью сходимости, близкой к случай-

ному перебору, что говорит об их низкой эффек-

тивности в задаче поиска пути в графе. Скорость 

сходимости реализации PSO2 незначительно 

превосходит скорость сходимости метода слу-

чайного перебора, однако она значительно усту-

пает как методу муравьиной колонии, так и ряду 

других методов [15]. На основании полученных 

результатов можно сделать вывод о том, что МРЧ 

в разработанных авторами вариантах реализации 

характеризуется низкой эффективностью и не 

рекомендуется для практического использова-

ния, вместо него, решения более высокого каче-

ства обеспечиваются методом взвешенного слу-

чайного перебора, муравьиной колонии, генети-

ческим методом и их модификациями. 
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